
2018/19 ó÷åáíûé ãîäÌàòåðèàëû ê çà÷åòó ïî êóðñó "×èñëåííûå ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû"ÌåòîäûÈçëîæèòü ñëåäóþùèå ìåòîäû. Óêàçàòü çàäà÷ó, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìåòîä ïðåäíàçíà÷åí. Îïèñàòü åãîõàðàêòåðèñòèêè êàê òî: òðóäîåìêîñòü, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, òî÷íîñòü è ò.ä.1. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà.2. Òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû.3. LU -ðàçëîæåíèå ìàòðèöû.4. Ìåòîä Õîëåöêîãî.5. Ìåòîä âðàùåíèé �èâåíñà.6. Ìåòîä îòðàæåíèé Õàóñõîëäåðà.7. Ëåíòî÷íûé âàðèàíò òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.8. Ìåòîä áëî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ.9. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.10. Ìåòîä �àóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà.11. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.12. ×åáûøåâñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä.13. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.14. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.15. Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì.16. Íåïîëíîå LU -ðàçëîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû.17. Ñòåïåííîé ìåòîä.18. Ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé.19. Èòåðàöèè ñ îòíîøåíèåì �ýëåÿ.20. QR-àëãîðèòì.21. QR-àëãîðèòì ñî ñäâèãîì.22. Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.23. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.24. Ìåòîä Íüþòîíà.25. Ìåòîä ñåêóùèõ.26. Ìåòîä Áðîéäåíà.Ñ�îðìóëèðîâàòü (è äîêàçàòü) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ1. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.3. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî.4. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè QR-�àêòîðèçàöèè.5. Ñâîéñòâà ìàòðèöû îòðàæåíèÿ.6. Ëåììà î ñîõðàíåíèè ïîëóøèðèíû ëåíòî÷íîé ìàòðèöû ïðè LU -ðàçëîæåíèè.7. Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû Øåðìàíà-Ìîððèñîíà-Âóäáåðè.8. Òåîðåìà î íåâûðîæäåííîñòè âîçìóùåííîé ìàòðèöû.9. Òåîðåìà îá îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè âîçìóùåíèè ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè.10. Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ê LU -ðàçëîæèìîé.12. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.13. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.14. Òåîðåìà î íåâÿçêàõ â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.15. Ëåììà î ñâÿçè íåâÿçîê è âåêòîðîâ ñïóñêà â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.16. Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé �îðìå Øóðà (�îðìóëèðîâêà).1



17. Òåîðåìà î âåùåñòâåííîé êàíîíè÷åñêîé �îðìå Øóðà (�îðìóëèðîâêà).18. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ìåòîäà.19. Òåîðåìà îá îðòîãîíàëüíîì ïîäîáèè ìàòðèöå Õåññåíáåðãà.20. Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè �îðìû Õåññåíáåðãà ïðè QR-èòåðàöèÿõ.21. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè QR-àëãîðèòìà.22. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.23. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà.25. Àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ ìåòîäà ñåêóùèõ. Îïðåäåëåíèÿ1. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû âðàùåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ êàêèõ çàäà÷ ìàòðèöû âðàùåíèé ìîãóò áûòüïîëåçíû?2. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû îòðàæåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ êàêèõ çàäà÷ ìàòðèöû îòðàæåíèé ìîãóò áûòüïîëåçíû?3. Äàòü îïðåäåëåíèå ëåíòî÷íîé ìàòðèöû. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ òàêèå ìàòðèöû âîçíèêàþò?4. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê. Äëÿ ðåøåíèÿ êàêèõ çàäà÷ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê ìîãóòáûòü ïîëåçíû?5. Äàòü îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ýòè ìíîãî÷ëåíûèñïîëüçóþòñÿ?6. Äàòü îïðåäåëåíèå A-ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ îíè èñïîëüçóþòñÿ?7. Äàòü îïðåäåëåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ è ñ êàêîé öåëüþ ïðåäîáóñëàâëèâà-òåëè èñïîëüçóþòñÿ?8. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîäîáíûõ ìàòðèö. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ òàêèå ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ?9. Äàòü îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ �ýëåÿ. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå îòíîøåíèÿ �ýëåÿ ìî-æåò áûòü ïîëåçíî?10. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà. Ïðè èññëåäîâàíèè êàêèõ çàäà÷ ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëî-âà ìîãóò áûòü ïîëåçíû?11. Äàòü îïðåäåëåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû. Ïðè èññëåäîâàíèè êàêèõ âîïðîñîâ ÷èñëî îáóñëîâ-ëåííîñòè ìîæåò áûòü ïîëåçíî?12. Äàòü îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîé �îðìû Øóðà. Â ÷åì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êàíîíè÷åñêîé �îðìûØóðà îò êàíîíè÷åñêîé �îðìû Æîðäàíà?13. Äàòü îïðåäåëåíèå íåâÿçêè. Êàêèå ñóæäåíèÿ î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìîæíî ñäåëàòü ïðè èçâåñòíîéíåâÿçêå?14. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Õåññåíáåðãà. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå ìàòðèö Õåññåíáåðãàìîæåò áûòü ïîëåçíî?15. Äàòü îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíî ïîäîáíûõ ìàòðèö.16. Äàòü îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîé êàíîíè÷åñêîé �îðìû Øóðà.17. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîëóøèðèíû ëåíòû ëåíòî÷íîé ìàòðèöû.18. Äàòü îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïîäîáèÿ. Çàäà÷è1. Íàéòè îáùåå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè LU -ðàçëîæåíèè ïîëíîé ìàòðèöû (âêëþ÷àÿ ñëîæåíèÿè âû÷èòàíèÿ).2. Íàéòè îáùåå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè îáðàòíîé ïîäñòàíîâêå.3. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.4. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå åñòü íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-ðèöà.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.6. Íàéòè îáùåå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè ðàçëîæåíèè Õîëåöêîãî.2



7. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö èç LDLT -ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A = AT ïðèóñëîâèè, ÷òî ljj = 1 , j = 1, . . . , n, à D = diag (dj).8. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Êàêîâà òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ A−1?9. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ LU -ðàçëîæåíèÿ ëåíòî÷íîé ìàòðèöû.11. Âûïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû [A + UV T ]x = b ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëûØåðìàíà-Ìîððèñîíà-Âóäáåðè.12. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ìàòðèöû A ïîñëå îáðàùåíèÿâ íóëü âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî, ìåòîäîì âðàùåíèé.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ QR-�àêòîðèçàöèè ìàòðèöû A ïðè ïîìîùè ìåòîäà âðàùåíèé òðåáóåòñÿ
≈ 4

3
n3 äåéñòâèé óìíîæåíèÿ.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ LU -�àêòîðèçàöèè ìàòðèöû ñ ïîëóøèðèíîé ëåíòû p òðåáóåòñÿ

Q =
p(p + 1)

3
(3n − 2p − 1)îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.15. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.16. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö L è U èç òðåóãîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ A = LU , åñëèà) diagL = 1,á) diagU = 1.17. Âûâåñòè �îðìóëû ïðÿìîé è îáðàòíîé ïîäñòàíîâîê.18. Âûâåñòè �îðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæèòåëÿ Õîëåöêîãî, åñëè A = AT = LLT > 0. Âûïèñàòü �îðìóëûïðÿìîé è îáðàòíîé ïîäñòàíîâîê.19. Íàéòè òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû





2 1 1
10 6 5
0 1 1



 .20. Íàéòè ìíîæèòåëè Õîëåöêîãî ñëåäóþùèõ ìàòðèö
A1 =





1 1 1
1 2 2
1 2 3



 A2 =





4 2 2
2 2 1
2 1 2



 A3 =





1 2 3
2 5 10
3 10 16



 A4 =









4 −2 4 2
−2 10 −2 −7
4 −2 8 4
2 −7 4 7









.21. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó îòðàæåíèé, ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð y = [3 4]T â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé âåêòîðó
x = [1 0]T .22. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó îòðàæåíèé, ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð y = [sin ϕ cos ϕ]T (ïðè ϕ ∈ (π, 2π) ) â âåêòîð,êîëëèíåàðíûé âåêòîðó [1 0]T .23. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó îòðàæåíèé, ïåðåâîäÿùóþ âåêòîð y â âåêòîð, êîëëèíåàðíûé x,à)y = [2 −1 −1]T , x = [1 0 0]T ,á) y = [0 0 1]T , x = [1 0 0]T .24. Ïîñòðîèòü òàêóþ ìàòðèöó âðàùåíèé T , ÷òî T A = R, ãäå R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, à

A =

[

1 2
3 4

]

.25. Äîêàçàòü, ÷òî
a) ‖x‖2 6 ‖x‖1 6

√
n ‖x‖2,

b) ‖x‖∞ 6 ‖x‖1 6 n ‖x‖∞,

c) ‖x‖∞ 6 ‖x‖2 6
√

n ‖x‖∞.Ïðèâåñòè ïðèìåðû âåêòîðîâ x, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà.26. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A = AT > 0, òî √

(Ax, x) ìîæíî ïðèíÿòü çà íîðìó âåêòîðà x. Íàéòè ïîñòîÿííûåýêâèâàëåíòíîñòè â ñîîòíîøåíèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ ýòó íîðìó ñ ‖ · ‖2.3



27. Íàéòè êâàäðàòíûé êîðåíü èç ìàòðèöû A, åñëè
A =

[

2 −1
−1 2

]

.28. Ïóñòü ai = 
onst > 0, i = 1, 2 . Ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé ðåøèòü ñèñòåìó
a1x1 = b1

a2x2 = b2.Ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà τ ìåòîä ñõîäèòñÿ? Ïðè êàêîì τ ñõîäèìîñòü íàèëó÷øàÿ? Ñóùåñòâåííî ëèïðåäïîëîæåíèå ai > 0?29. Íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà â ìåòîäå ïðîñòûõ èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè ñèñòå-ìû ñ ìàòðèöåé
A =





2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2



 .30. Ñòåïåííûì ìåòîäîì íàéòè k-å ïðèáëèæåíèå ê ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ èñîîòâåòñòâóþùåìó íîðìèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû
A =

[

2 1
−1 0

]

.31. Ñòåïåííûì ìåòîäîì íàéòè k-å ïðèáëèæåíèå ê ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ èñîîòâåòñòâóþùåìó íîðìèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû
A =

[

1 1
1 1

]
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